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Приближенное вьтчисление козффициентов Фурье 
функций трех переменньтх на классе 
дифференцированньжх функций 


В статье исследуются кубатурньве формульт вьічисления козффициентов Фурье функций трех переменньх 
на классе дифференцируемьжх функций. Информация о функции задана еб следами на взаймно- 
перпендикулярньгх плоскостях, линиях и значениями функции в узловьїжх точках. Полученьт оценки 
погрешности кубатурньх формул. 

Ключевьгюе слова: козффициенть Фурье функций трех переменнь(х, 

кубатурньге формуль, интерфлетация функций. 


Пи Фе могК, сибагиге Гогтиаз ої саїсціайоп ої 3) БЕоигіег соеййсіепія ул цзіпе зрійпе-іпіегНагайоп ууеге 
зибтийей. Сибакиге Гогтціаз аге рге5епіеа їп Ше са5е мБеп іпіогтайоп абоці Гипсйоп 15 5еб ої Наїє, 5ес ої 
Ппез апа 8е( ої Кпої5 оп опе сіаз55 ої дійегепцабіе Гапсйопя. ТПе езітайопя ої еггог ої арргоасріпе ої Ше 
сибагиге Гогплиіаз аге рге5епіей. 

Кеу у/огдз: 3 Д Боигіег соеНіісіепіз8, сибаїите Рогтпша5, іпіегПакацйоп ої Гипсййопея. 


У статті досліджуються кубатурні формули обчислення коефіцієнтів Фур'є функцій трьох змінних на 
класі диференційованих функцій. Інформація про функцію задана її слідами на взаємно-перпендикулярних 
площинах, лініях та значеннями функції у вузлових точках. Отримані оцінки похибки наближення. 
Ключові слова: коефіцієнти Фур'є функцій трьох змінних, кубатурні формули, 
інтерфлетація функцій. 


Вступ 

Сучасні задачі цифрової обробки сигналів вимагають розв'язку за допомогою 
інформаційних операторів різних типів. Це пов'язане з тим, що як дані можуть бути 
значення функції у вузлових точках, сліди функції на лініях або площинах, інтеграли 
від наближуваної функції вздовж вибраної системи ліній або площин, що перетинають 
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досліджуваний об'єкт. Ефективним у вирішені таких задач став апарат інтерлінації 
та інтерфлетації функцій (1). Зокрема, в (2| на класі Ліпшиця був представлений ал- 
горитм побудови кубатурних формул з використанням кусково-сталої інтерфлетації 
у випадку, коли як дані задані сліди функції на взаємноперпендикулярних площинах. 
У |31, Г41 був викладений загальний підхід до побудови операторів фінітного триви- 
мірного дискретно-неперервного і дискретного перетворення Фур'є на основі методу 
Файлона, трилінійних сплайнів (лінійних за кожною змінною) та сплайн-інтерфлетації 
на класі диференційовних функцій у випадку, коли задані значення функції у вузлах. 
У | 51, І6| наведений алгоритм для отримання більш точної оцінки похибки наближення 
3 Д коефіцієнтів Фур'є кубатурними формулами, що у своїй побудові використовують 
оператори сплайн-інтерфлетації. 

Метою даної роботи є представлення та дослідження кубатурних формул на- 
ближеного обчислення 3 Б коефіцієнтів Фур'є у випадках, коли як дані задані значення 
функції у вузлах, сліди функції на взаємноперпендикулярних лініях, на взаємно- 
перпендикулярних лініях площинах на класі дійсних функцій трьох змінних, визначених 


00) у) «М, Поу) ау зма) зо 


«м, Й 


на С «ДР і таких, що 


По з) «М, Руда) А реє 


«М, ПОМРЕ 


«М, Пе 


Для кубатурних формул завжди є актуальним питання їх якості |7|. Тому важ- 
ливим є питання отримання оцінок похибки наближеного обчислення, зокрема і новими 
методами. Для досягнення мети поставлена така задача. Побудувати кубатурні фор- 
мули наближеного обчислення 3 ) коефіцієнтів Фур'є 


111 
В (т,п,р) -| | | ГО», у, с) 2лтх8іп длпу зп дпрадхіудо, 
000 


І 
туп, р)з | о уугє ідттзіЛлн зір фуд, | 
0 


на основі сплайн-інтерфлетації функцій у випадку різних інформаційних операторів: при 
даних - слідах функції на взаємноперпендикулярних площинах, лініях, значеннях функції 
у вузлах. Отримати оцінку похибки наближення запропонованих кубатурних формул. 


І Оператори сплайн-інтерполяції, 
сплайн-інтерлінації та сплайн-інтерфлетації 
Введемо позначення: 
| 0, ло он 


оо ХО ХХІ, 
тоббяі за Р уві дах 


0, хо 


; Хор 
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0, СТЬ 
Р 
А , ХАТАХ АХі, РИН 
т з ка1Р-1, ху-КД, Да-, 
ХО ЖІ « 
Храхохеи, 
-Л 
0, хе 
х-3 у М 0, хех ; 
5 І, пул гі? 
0, хеХі г 
хо - - 
, Храяхахо, 
- ДІ на Дб І 
Ода Я Кк аі,ф -1, Хо зКАі, дра 
К хо Кк 3/2 
КН дека Хо - 
ЗЛІ З Каг 
0, хе 
хх 0, хах , 
і хуохахІ, І 
то че -Д2 1/9 (9 Х 7-Х; хо г 
и і БР З ар 
0 х2х А фе г 
7 З: 2: 
0, ХАХ 
хоху Ли пе 
се рр, 
ре Д» З 3 ре ко 1 
нуОФ9е я Кае1б -1, хрекА», до к-г. 
їк ХУ Х 2 
з ач о 
сел Х ехАХ 
0, ХеХхр 


Аналогічно визначаються функції 


чи 1 
ІоіО), із0,6, Ів,(9, 5-0,6, у; з А, су с 54, сг 


7 ) Ь, РУ а з - і 1 
2. йо (У) і «0,09/2, Пзу (2) 5 - 0,212, УЗ - Ді, о - ДІ, Лі ог. 
( 
Рі М Р М ПОРУ 
3.1 1 -0,8, ізг() 20,0, У З" о, ху 542, 2 з 
Розглянемо оператори: 


Й Й 
0/5 у, де У Го ФАО 5 05105». 9 2 У Гу дію; 0) 5 
ко ПА 


Й 
031 (5 у, 0 з У (5 у, ау) (2), 


5-0 
232 212 
б/С5 г) є У Гру ОО, 0275 ус) є 3 ГУ Ло, 
кеб іно 
7312 


03.1 (ж у) з У, ГО» у, брдйаг 2), 
5-0 
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2Л 
Р Р 
ОГС» у, 2) є У, (ру ОО 7 05 (ут) з У; Го У діт О? 7 
хо 20 
й 
031 (у, є) з У, (5 у, су зу (9: 
5-0 


Означення 1. Під слідом функції /(х, у,2) на лініях розуміємо 
Лор У» О«гх1, (ху, гу), Ох уєс1, /(5 Уз, 25), 0«ххаіІ, 
Означення 2. Під слідом функції /(х, у,.) на площинах розуміємо 
ПО Уа) Ок у, О«сх1, Доу; 2, осак1, 0кс21, (0.2.5 095х52Ї. 0сукі, 
Лема 1. |1) Оператор сплайн-інтерфлетації 
ОГОх, у, де 0, 7(х, у, 2) 027 (х, у, 2) 03 (у, 2)- 
-0105 7 (з, у, 2) - 05031 (х, у, 2)- 010317 (х, у, 2)-- 010503 (х, у, 2) 


має властивість |/(х, у, 2) - 0Г(х, у, 2) - о) 
Й 
Лема 2. |1) Оператор сплайн-інтерлінації, побудований на основі інтерфлетації 
ОГ ( у, 2) є 005 (х, у, є) 003 (х, у, 2) - 005037 (х, у, 2) 05017 (х, у, 2) 02031 (х, у, 2)- 
-0501037 (х, у, 2) 03017 (х, у, 2) 0305 7 (х, у, 2) - 030105 7 (г, у, )- 
-0105.Г (2 У» 2) - 0105. ( 2 У, 2)- 0503 (ху, 2) к 0105057 (3 У, 1) 


має властивість поь у,2)-05(к у, 2) ща о 

Й 
Лема 3. П1) Оператор сплайн-інтерполяції, побудований на основі інтерфлетації 
ОГО, У, 2) бі 0105031 ре у, 1)з о03051 (ж, у, 1) - 005031 (я, у, 1)ч 0501031 (2 у, 1)з 
з 050301 (з у, 1) а 050037 Що У, 1) з 0301057 (ж У, 1) - 030507 | У, 1) - 0301057 (ж. У, 1) - 
- 0,00, 7(х, у, )- 0,00, /(х, у, 2)- 0,00, 7(х, у, 2) 000, 7 (ху, 2) 

має властивість о у, 2-0Г(5, у, 2)| - ЯЗ 

7 


Нехай 
-1 
Хр У (хе -5)/ 


Хр ХХ (рату! і 
г-1 


хрєбох, 
Ск (55 г)з 
зро но) 


б 2 г-1 
о аа (хх -8| 
ХХ ке); 


5 Храбах, 


Сус (56 г) з 


бус (557)- 
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а функції С»; (у, пт), Сз3 (у»тьт), Са (у»тьтг), А ор ЗК ел Б В С і р ЗР А 
визначаються аналогічно. 
Лема 4. |1| Справедливі наступні рівності 


Хе Уч бо 
І, ГО) -О/(цум)з | ГО (льоту (тьмі) зу (с гуівата; 


Х Уї 25 
і 5 п Узаї СН 0, 
2. (ді -065 -0бу -0бьбз) (ху) | | По ть Об» Омтьгуба бу гтаб ; 
і 25 


3. (00» - 00505) 7 (з, У, 1) б 7 (0.0) є, ,Уї» Обіг С» о 945. 


Хі 
Лема 5. |8) Справедливі наступні нерівності 
Ху Мі то Уїн Уумі тн 
2л 2л 
| с (ме гудка, | Ї Ібзу Стьг)ітау є ет 
Хо Х Уї Уі 
орі бе РУ 
2Л 
С ,с,т)а4саз с : 
Ї На (бугдваає (ау 
Зо 0 Ку 


2 Кубатурна формула обчислення 3 Ю коефіцієнтів Фур'є 
з використанням операторів сплайн-інтерфлетації 
Для обчислення інтегралів Ід (т,п, р), 12,3 пропонуються формули: 
КИ 
(тп, р) Е- Ї | | ОГС, у, 2)8їп 2питхвіп 2плпузіп 2преахауаїє, 


000 
111 
ФІ (т, п, р) -| Ї | ОГС», у, д)с05 2титхсо8 2тппу со8 2гпраахаає , 
000 


111 
ФІ(тьл, р)» | | | ФГоо умо ото іду зір о 
000 


Підставимо вираз для оператора сплайн-інтерфлетації та отримаємо відповідні 
кубатурні формули, наприклад: 


11 А Хе 


Фі(тл, рус Ї Ї У Мар») | Лук (хіп ФлутиЙовіп лудувіп дпрадіі 
000 х 
11 р Уїчн 
з | 05,9 | (У у)зіп Зллудузіп Зптхахвіт дпрадс -- 
0 0 )-0 У; 
ТТ ря Са 
- | Гб у, а) Ї Го ( 2)9їп Злрайсвіп Зллудувіп дпа -- 
00 5-0 б 
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1 ре Уїчн 
-| У рУ ДОч уро) | тк (х х)8іїп 2лтхах Ї Пр ї ( Е у)зіп Зллудувіп Зпраає - 
о к-0)-0 у) 
ПОРА РАВ Хр За 
-| з Доу У, 25) | Ін (х)зіп лита | Іву ( 2)9їп Зпрадісвіп Зллуду -- 
0 к-05-0 х 2; 
1 1-1 041 Уум За 
-| У З /(5 уз, 5) | то (У у)8іп 2ллуду Ї Ів ( 2)8їп прайс вій 2птхах -- 
0 7-05-0 2; 
2-1 2-1 2-1 Хе Уч Хо 
"У У У ДО уї» 5) | пк (х х)віпдттках | І» (У у)віп 2плуду Ї Івз (з )зіп 2прайс, 
к-0 )-05-0 х у; 2 


Теорема 1. Для кубатурної формули Фі (т,п, р) обчислення і (т, п, р) справедлива 
8М 
ісегиреу 
Доведення. Маємо таку оцінку: 
111 
о (т,п, р)- Фі (т,п, р) - | || (705, у, 2) - ОГО у, 2))8їп 2лтхвіп 2плу іп Зпрадхауає| з 
000 


така оцінка: сть, р)- Фі (т, п, р) З 


в 0-Х У бо 
ш Ж б уз | | | ( 70, у, 2-0, у, 2)) зп 2литх8іп 2лпузіп 2преахауає| с 
к-0 7-05-0 Х У; є 


2-1 0-1 0-1 Ха У о Ха Уч Су 


19383 РН КН ДБН 
НАДАННЮ з 
х ак 57)» (поль гу (льох Федтудсахамав є 
РУТ 0-1 2-1 жд А 2 я 8АУ М 
я У зреанвьелвнно ар е олзан 
зач (РОМ (ТЯ20Т НО! ісе2иРО |о'е2уире" 
Теорема доведена. 


(гг) 


3 Кубатурна формула обчислення 3 Ю коефіцієнтів 
Фур'є з використанням операторів сплайн-інтерлінації, 
побудованих на основі інтерфлетації 


Для обчислення інтегралів І дтп, р), ше1,2,3 пропонуються формули: 


111 

ФУ (туп, р)з Ї | Ї ОГО», у, 2)5іп 2потхв8іп 2плпувіп 2прадхамає , 
000 
111 й 

Фо (тьл, р) - || д/Сь у, дов ттх сов лу со5 Злрайкає, 
000 
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111 
(т, п, р) -| Ї Ї 2ГОСю у, ге тих і тлу тра АХ 5 


000 
Теорема 2. Для кубатурної формули ФУ (тп, р) обчислення "Іі (т,п,р) справед- 


І 


8М и Ім 
ПЕД 


ГОРЛІ МА ГРУНТІ 


Доведення. Оцінимо похибку наближення 
І 
0 


111 
ПІ (позммо чага умчнагОь у, г) С у, ))віп Злтхвіп 2ллувіп проймає 
000 


2 


лива така оцінка: пат, п, р)- ФУ (т,п, р) -- 


« 


1 
Ї (сь, у,1)-0Г(х, у, 2) віп 2глтхвіп 2лпузіп 2преаахауає 
0 


Фо 


ІМ (т.п, р)- Фу (ть, р) - 


« 


« Пт, ру- ФІ (т,п, різ Фіитуп, ру- ФУ (т,п, р) « 


111 111 
-| Ї Ї |С5 у, )- 07 (о у, 2) хауає з | Ї Ї Оу Сх, у, 0-0Г(х, у, «|ахауаз: 
000 000 


8М Знай з 
. знайдемо оцінку 


За теоремою 1 ща (туп, р)- ФІ (туп, р) сь ЕР Р 
і і оре 


ФУ (туп, р)- ф. (туп, р) : 


У 
Ф''ччть но 
Фото 


1 
Фа, п,р)- ФУ (т, п,р ) Ї ОГС» У, У) - 0705 у, о) дхамає з 
0 


іч 
- Й 017 (ж, у, 2) 05.7 (х, У, 2) 031 (х, У, 2)- 
000 

)- 


01037 (2 у 2) 00503 (2 у, 2)- 0507 (х, у, 2)- 


, С 
-05031 (х, у,х)з бо За у, 2)- 03017 (ж, у, 2) - 03057 (х, у, г)- 03010» 7 (х, у, «| ІхБає зе 


о 
«Й (0; 06» - 065 є 00»0а)7 (ху, 2) (0 050) - 0503 -- 05003) 7 (о у,«)ч 


000 


0-00 -0убь Оу) (ца) Фе 


(0 00» 003 ї 016263). (їх, у, «)хауає з 


чну 


(0-00 0500) (ус фас 


Фото ФО ть 


І" - 030-030» 05016») 7 (2 ук фамає « 


- 
Фе» ФІ 
зровонені. Фо чна 


Ар 


зу 51 Апдсачааєзн 


го» со т; 2 б», (у,тьг) 


Ли 


кед іно 5-0 х, 
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2Л 


122 "У. 1 Ха Уа би Ха би 


У У У Й ГИ Медеї 


/0 ко0 5-0 Хі У) 2; Х ре 


азасахамас ч- 


«СС 


Су; 055, 


рл2? фу Ха Уа у Ха а 


УХУ ГРИ 


5-0 К-б 9 Х й Я Хі 


9) етьсу) Керура а б|бь Гм б дєдтахарає « 


РН лу РУ 


АНА 2 
орі ді ДІ ЗА А набіг? Ї з яиувіаіа ЗА 
СЗУЛІЛУЛ "ДУЛІЛУЛ. ртуттю 


а МО 4 М ОМ 5) МО 1 
СОЛІ СИЮ ТИ РРО Р РУ РРО 


РчІ 2 У й 


І 
2 ПЕ ' 


з Й ї 3М МЛ 
(тлу р)- (тлу Р уся у 3 
(сно миро" Це РО (ее) 


Отже, 


Теорема доведена. 

4 Кубатурна формула обчислення 3 Р) коефіцієнтів 
Фур'єзвикористанням операторів сплайн-інтерполяції, 
побудованих на основі інтерфлетації 


Для обчислення інтегралів (туп, р), р21,2,3) пропонуються формули: 


111 
Ф (пл, р) -| | | ОКСо у, 2810 2липхвіп 2ллуіп 2прайхамає 
000 


(2, у, 2)005 Дт с058 дл с08 Зпрайхамаїс 


- 


1 
0 


Теорема 3. Для кубатурної формули Фет, п, р) обчислення ві (т,п, р) справедлива 


така оцінка: 


І 


9М М ім 11 
ПЕД | 


й й 
іонуї |сезмфо ОМ 


Вт, п, р) -Ф (тьп, р) « 


тп, ру-Фі (ть, р) 


Доведення. Оцінимо похибку наближення 
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111 
Ї Ї Ї (У (5 У, 2-0 (х, у, 2))зіп Злутхвіп 2плузіп гпрайамає хо 
000 


г (т.п, р) - -ФУ (тльр)- 


Лос у, 2)-0Г Су у НОГО у, 2) ГО у, 2) ОГС у, 2) С у) 


и 


Фото 


хзіп Зптхвіп 2плувіп Зпрейхауає| « 


ш пт п, р) -Фі (т, п, р) чук, п, р) -фУ (т,п, р) чо) (т, п,р) -ФУ т, п, рі « 


Дан 111 
«| | Ї ГОо у,2)-0ГОо у, с афає | | | ОГО» у,2)- ОЇ (о у, г) фас 
000 000 


У 
Ї | ОГС» у 2) -0/(5 у, с Акфає, 
00 


За теоремою 1 та за теоремою 2 маємо: 


1 
г3т ' 


8М Р РАЛІ 
сяду Пен 


п (т,п, р)- Фі (тьл,р)з ФУ (т.п, р)- Фі (тл,р) « 
3 33 3 
Знайдемо оцінку Фі (тп, р) - Фі М 
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1 
-| 
00 
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11 
ЛГ 01657 (ду є) 0,03 (х, у г) 0507 (о у, г) 0537 (у, а)я 
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Х, 


(об б о0з0» укС, у, г)дхауає Я 


(оубу «050, Го дхіся 


(оз, - 050105) 7(5, г) худа (оз, - 05050, 7 (о у, є) | даси 
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2Л 


111 
ПИ (озоц- 
000 


Литвин О.М., Нечуйвітер О.П. 
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2 ро 9 Ха Уа а ба 


4Р29292 


ко0 050 хо у; З 


ра 821 У 1 Ха У Хр 


зо 


7-0 5-0 Коб Хр 5 уз 


рерріяці 9-1 аа Уїх 


03 


5-0 Коб 7-0 Хі І, ) 
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Висновки 


У статті пропонуються та досліджуються кубатурні формули обчислення 3 Р 
коефіцієнтів Фур'є з використанням операторів сплайн-інтерфлетації на класі функцій, 


г.0,0) 


«М, 


визначених на сам і таких, що / (х,у, 0) 


«М, ПН 


ана) г.0,г) 


«М, ПООБИРЕНА 


«М, М 


«М, г оз 1,2, Інформація про функцію задана слідами на системі 


пеа, у, 2) 


взаємно-перпендикулярних площин, слідами на системі взаємно-перпендикулярних 
ліній та значеннями функції у вузлових точках, У всіх випадках отримана оцінка 
похибки наближення 3 Д коефіцієнтів Фур'є кубатурними формулами. 

Тестування та аналіз запропонованих кубатурних формул буде розглянутий у 
наступних статтях. Питання якості кубатурних формул, тобто чи є побудовані куба- 
турні формули оптимальними або близькими до них, буде наступним етапом досліджень. 
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О.М. Іуїууп, О.Р. Меспиїуйег 
Саісиіатоп ої 30 Коигіег Сое|Псіепіз оп Ше Сіаз55 


ої Рійетгеппабіе Кипсіїоп5 

Модегп ргобіет5 ої фєта! з5ієпа! ргосе8зіпеє пеед Фе 501ийопя уп пему Гогт5 ОЇ 
Чаха. Пі поеап5 Факс іпіогтайоп абоці Гипсйоп 15 5еї ої Наї8 ог 5еї ої Ппез ог 5ес ОЇ Кпоїз. 
Тре Шеогу ої іпіегіпеацопя апа іпіегПагайоп ої Гипсйопя 15 (Бе пло5і еНесйує їп ШФі5 
саве. 

П Фе могК, сибаїиге Гогтиіаз ої саїсціайоп ої 3) Боигіег соейїсіепів уліБ и5іпе 
зріпе-іпіегНагайоп меге 5ибіпійед. Сибагиге Гогпаціав аге рге5епіед іп Ше сазе мреп 
іофогпалайоп абоці Гипсіоп 15 5еб ої Па(к8, 5ес ої Ппез8 апа 5еї ої Кпої8 оп опе сіа88 ОЇ 
ФНегепцабіе Гапспоп5. ТРре езійтацопя ої етог ої арргоасріпе ої Ше сибагиге Гогтиї!а5 
аге ргезепіей. 
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